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1. PAREJAS ORDENADAS

Ejemplo 1. Supéngase que en la cafeteria de la es-
cuela el desayuno consiste en un platillo que puede ser
cereal, sandwich, huevos o carne y una bebida que puede
ser leche, café o refresco.

La orden se hace por ntimero, de acuerdo con la si-
guiente clave: El ntimero 1 corresponde a cereal, el na-
mero 2 corresponde a sandwich, el niimero 3 corresponde
a huevos y el ntimero 4 a carne. Para las bebidas, el na-
mero 1 indica leche, el ntimero 2 café y el ntimero 3 re-
fresco. Si llamamos P al conjunto de los platillos y B al
conjunto de las bebidas, entonces:

B
P

{1,572, 3
11,0253, 20

Seleccionando un elemento de cada conjunto obtene-
"mos parejas de elementos que indican qué platillo y qué
bebida se han seleccionado. Asi, 2 y 1 indican sandwich
y leche, 4 y 3 corresponden a carne y refresco, 1 y 2 in-
dican cereal y café, etc. En total son doce desayunos di-
ferentes.

Obsérvese que en estos pares de numeros el orden de
los elementos es importante. En cada par el platillo ocupa
el primer lugar y la bebida el segundo. Estas parejas se
llaman parejas ordenadas porque tienen dos elementos,
uno de ellos ocupa el primer lugar en la pareja ordenada
y el otro al segundo.

Las parejas ordenadas se representan encerrando sus
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clementos entre paréntesis:-Ast, las parejas ordenadas que
indican ¢l desayuno se.eccionado se representan:

(1) 2)) (IP 3:) (21 l)) (4) 2)1 etc‘

La pareja (3, 1), que indica huevos y leche, cs di
ferente de lo pareja (1.3), que corresponde a cereal y
refresco; la pareja (2,3), que indica sandwich y refres-
oo, s diferente de la percja (3,2), que representa hue-
vos y café, ete. En general, la pareja ordenada

(a,h) # (ha)y

@h) = (ha) s, ystost a=bh

Ejercicios 1.1

1) En un saldn de clases hay cinco filas numeradas
del 1l 5, cada fila tiene diez asientos numerados
del 1 af 10, Escriba las parejas ordenadas (fila,
asiento) para las filas impares y asientos pares,

2) Un comerciante vende zapatos a $200 ¢l par, Es-
criba las parejas ardenadas que indican el nimero
de zapatos vendicos y 1o que ¢l comerciante recibe,
cuando sus ventes han sido de 2, 5, 3 y 0 parcs
de zapatos por di.

3) El Sr. Martinez pidi prestado $900 para pagar
$90 mensuales. Escriba las parejas ordenadas cu-
yas componentes son: (nimero de pago, cantidad
que adeuda).

4) Encuentre las pacejas ordenadas en las que & cada
entero positivo menor que 7 se le asocia ¢l residuo
que se obtiene al dividitlo por 2.

1.1 Producto cartesiano

Definicin: EI conjunto que tiene como clementos
las parejas ordenadas que se pueden formar cligiendo
como primera componente & los elementos del conjunto !
y como segunda componznte  Jos elementos del conjun:
to B se le lama Conjunto Producto o Producto Carlesiano
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de Py B; se representa P X By se lee “P cruz B Entonces

s decir:
PXB= ((xy)|xeP, yeB)
Una forma de expresar ﬁréficamente ¢l producto car-
tesiano consiste en utllizar diagramas de Venn represen-

tando los conjuntos con sus elementos v relacionando las
parejas con lineas, como se indica en la Fig. 1.1,

Fig. 1.1

St un conjunto [ tiene 5 elementos y otro conjunto F
tiene 7, su producto cartesiano D X E estard formado por
35 parejas ordenadas; i un conjunto C tiene § elementos,
¢l producto cartesiano C X C tendrd 64 parejas ordenadas,
en general, §i dos conjuntos A y B tienen m y 1 elemen-
tos respectivamente, su producto cartesiano tended g
parejas ordenadas. Solo cuando A y B tengan pocos ele
mentos, es conveniente expresar su producto cartesiano es-
cribiendo las parejas ordenadas que lo forman, de otro
modo no resulta préctico por la extensicn que requiere y
conviene expresatlo por medio de su definicion,
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Ejemplo 2. Encuentre el producto cartesiano AX ¢
. donde A es cualquier conjunto no vacio.
Solucién: Por definicion

AXd = {(xy) | x€A, yed}

Recuérdese que el conjunto ¢, conjunto vacio, no tiene
elementos. Al formar las parejas del producto cartesiano
no existen elementos que sean Ja segunda componente y no
es posible obtener parejas ordenadas.

Otra forma de observar esto es como sigue:

Como el ntmero de elementos de ¢ es n(¢) = 0, si
A es cualquier conjunto, supongamos que n(A) = m, en-
tonces:

nAXd) = n(A) - n($) = m-0 =0

Por lo tanto, el producto cartesiano A X ¢ es ¢l conjunto
vacio.

El producto cartesiano de dos conjuntos diferentes
Ay B no vacios no es conmutativo, ya que las parejas
ord)enadas (a,b), acA, beB de AXB son diferentes
de las parejas ordenadas (b, @) de B X A porque tienen
sus elementos intercambiados, es decir, si A y B son dos
conjuntos no vacfos y A # B, entonces:

AXB # BXA o
AXB =BXA s, ysflosi A=8B

1.2 Ejes coordenados

Recordemos que es posible representar los niimeros
reales como los puntos de una recta y, reciprocamente,
a cada punto de la recta hacerle corresponder un nimero
real. A esta recta se le llema recta numérica.

La gréfica del producto cartesiano de dos conjuntos
utilizando diagramas de Venn, se vuelve confusa aun cuan-
do los conjuntos que intervienen tengan pocos elementos.
En su lugar resulta conveniente utilizar un sistema de
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dos rectas perpendiculares llamadas ejes coordenados, a
lo largo de los cuales se representan los elementos de los
conjuntos.

Para el ejemplo 1 de los desayunos, representando los
elementos de P sobre un eje y los de B en otro, cada pa-
reja ordenada se representa en la interseccién de las rectas
paralelas a los ejes en el punto donde se localiza el ele-
mento, como se muestra en la Fig. 1.2, y los puntos mar-
cados representan a las parejas del producto cartesiano
P X B. 3

(cercal, refresco) (huevos, refresco)
refresco 3 - .
(sandwich, refresco)  (carne, refresco)

a2l (ccrcal,. café) (h\lc\'o:, café)

(sandwich, café) (carne, café)

(cereal, leche) (huevos, leche)
leche 14 ° °

(sandwich, leche) (carne, leche)

L 1 " L
3 4 {4
cereal  sandwich  huevos carne

Fig. 1.2

Si los conjuntos son numéricos, el punto donde se in-
tersectan las rectas es el punto que representa al niimero 0
de los dos ejes y corresponde al origen del sistema. La lon-
gitud unitaria que se determina en uno de los ejes se re-
produce, dividida en 1, 2, 3, ..., n partes iguales, a lo
largo de ambos.

Se llama semicje positivo al conjunto de puntos del
eje que estdn a la derecha del origen y semieje negativo
al conjunto de puntos a la izquierda del origen.

A los elementos que ocupan el primer lugar en la
pareja ordenada se les llama abscisas y al eje donde se
representan se le llama eje de las abscisas; a los elemen-
tos que ocupan el segundo lugar en la pareja se les llama
onj{enadﬂs y al eje donde se representan eje de las orde-
nadas.
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Al trazar los ejes el plano queda dividido en cuatro
regiones llamadas cuadrantes, ordenados como se muestra
en la Fig. 1.3. Segtn el signo de la abscisa y de la orde-
nada, el punto que representa a la pareja estard localizado
en alguno de los cuadrantes. Por ejemplo, el punto de
coordenadas (1, 1) estd localizado en el primer cuadrante,
mientras que ¢l punto (6, —2) se encuentra en el cuarto
cuadrante.

Segundo cuadrante, Primer cuadrante,

-— Eje de Jas ordenadas,

Eje de las abscisas

Tercer cuadrante, Cuarto cuadrante

Fig. 1.3

Ejemplo 3. Represente en un sistema de ejes coor-
denados el producto cartesiano A X B donde

A= 4,3 a1

B = {0, —1, 3}
Solucién: El producto cartesiano A X B es igual a

AXB = {(1,0), (1, —=1), (1, 3),
(2,:0), €2, =1), 2; 3),
(3,00, €3, =13, (3,32
y para representarlo graficamente debemos localizar los
puntos del plano, cuyas coordenadas son las parcjas orde-
nadas de A X B (Fig. 1.4).
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y
1,3) @3) 3,3
3k . ° °
2
14+
(1,0 2,0) (3,0)
5 1 0 i B 3 4 - e
-] L] ° .
A, - @ —DG,~1)

Fig. 1.4
Ejemplo 4. Sea
A= {1, 2,8

Encuentre ¢l producto cartesiano de A X Ay represéntelo
graficamente en un sistema de ejes coordenados.

Solucion: Se desea formar el producto cartesiano de
un conjunto con ¢l mismo, entonces, por definicién,

AXA= {(x7) |xcA yeA}

es decir, el producto cartesiano A X A es el conjunto de
todas las parejas ordenadas que se pueden formar con
la propiedad de que sus dos elementos pertenecen al
conjunto A.

Tomando el primer elemento de A, las parejas orde-
nadas que se pueden formar con él como primer’ele-
mento son:

(1, 1), (1,2) y Q, =3).

Con el elemento 2 de A, procediendo de la misma
forma, se ticnen las parejas
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@251, G20 20 yR( 2= aty

y con el dltimo elemento de A, —3, las parejas que se
obtienen son:

(=8, 1), (=3;2) ¥ (3,5 3).
Entonces:
AA = 4, 1), G120, (1, =39
@19 2, 20502, =3);
(—3,1), G-8,2),4~3, =3}

y su grafica aparece en la Fig. 1.5.

y -L
3
(=3,2) 2,1) (2,2)
. 2+ . .
(=31 (1,1) @n
. 1+ ° 0
-3 -2 -1 0 1 2 GRS
2op:d
-2+
(=3,-3) (=3,1) (-3,2)
. -3 ° °

Fig. 1.5
Ejercicios 1.2

1) Encuentre las parejas ordenadas (t,d), donde d
es la distancia que recorre un cuerpo en t segun-
dos de caida libre, para los 5 primeros segundos,
si se sabe que d = 4.9 %,
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1.3 Producto cartesiano R X R
Por la definicién de producto cartesiano,
RXR = {(x9)|xcR,yeR}

es decir, el producto cartesiano de R X R, también repre-
sentado por R es el conjunto de parejas ordenadas de
nameros reales,

Cada clemento de R* corresponde a un punto del
plano, y cada punto del plano corresponde a una pareja.

Ejemplo 5. i A= {xeR|—1<x <3},
B = {2}
Encuentre:

a) AXB y su gréfica.
b) B XAy su gréafica.

Soluciéon: B es un conjunto con un elemento, mientras
que A es el conjunto de los niimeros reales comprendidos
desde —1 hasta 3.

Recuérdese que entre dos nimeros reales dados es po-
sible encontrar siempre otro ntmero real, por lo tanto, el
conjunto A tiene un numero infinito de elementos y
no es posible listar las parejas ordenadas que forman
AXB o BXA.

a) AXB = {(x,y)|x€A yeB}
Como B tiene sélo un elemento
AXB = §,2) | -1 E5E3 v ER}
o sea, A X B es un conjunto con un nimero infinito de
parejas ordenadas cuya primera componente es un ni-
mero real comprendido desde —1 hasta 3 y cuya segunda
componente es siempre igual a 2. Esto determina que su
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2) Si una central de teléfonos tiene m aparatos co-
nectados, el nimero posible de llamadas que pue-
de atender es m (m — 1)/2. Encuentre las parejas
ordenadas del niimero de teléfonos y el nimero
posible de llamadas que puede atender para 3, 4,
5,6, 7y 8 teléfonos.

En cada uno de los siguientes ejercicios encuentre
el producto cartesiano que se indica y represéntelo
grificamente en un sistema de ejes coordenados.

3) A X B, si A = {matemiticas, fisica, quimica}
y B = { trigonometria, electricidad, quimica or-
génica;

4) SXT,si S={x92} y T={2,7}

5) AXB, si A={—4,-2,0,2} y
={=3, =11}

6) CXC, si C=+0,1/2;1}

7) DXE, si D={-2,4}y

8) AXR,si A={x€R|4<Zx<6}

9) N X Z, donde N es el conjunto de los nimeros

naturales y Z el conjunto de los ndmeros enteros.

10) Z X N, Z y N son los mismos conjuntos del ejer-
cicio 9. .

11D)PXN, si P={xeR|x2—-1} yN, el
conjunto de los nimeros naturales.

12) BXT,si B={x¢R | =1 <x<4}y
T={xeR|—2<x<—1}

18) AX G 5l A={aeR | a2 2F ¥
G={xeR |5 55}

grafica esté representada por una linea continua en el
plano que va desde —1 hasta 3 y a 2 unidades del origen,
medidas sobre el eje y como se muestra en la Fig. 1.6.

-1 0 1 2 3
Fig. 1.6

b) BXA = {(x3) | x¢B, yeA}ly
BxA= {2, | -1Sy<3, y<R}

El producto cartesiano B X A también es un con-
junto infinito de parejas ordenadas, pero ahora su primera
componente es 2 y su segunda componente es cada namero
real comprendido desde —1 hasta 3.

Gréficamente se representa en el plano por una linea
continua que va desde —1 hasta 3 siempre a 2 unidades
del origen, medidas sobre el eje x (Fig. 1.7).

]

2

Fig. 1.7

21

-l




b) Pertenezea al segundo cuadrante.
Y ¢) Pertenezca al tercer cuadrante.
d) Pertenezca al cuarto cuadrante.

Ejemplo 6. Sea A= {xeR | —2 < x <3
=1y€R | -1 2y L2}

Encuentre A X B y represéntelo graficamente, 3) a) Si un punto esta sobre el eje ¥, iqué valor
8 Solucioén: A es cl conjunto de los nimeros reales des- ticne su abscisa?
e —2 hasta 3,y B es el conjunto de nimeros reales desde b) Si un punto estd sobre el eje x, squé valor
—1 hasta 2. Estos dos conjuntos son infinitos. tiene su ordenada?

AXB={(x) | 2<x<3 —-1<y<2 o ¢) ¢Cuiles son las coordenadas del origen?
1% y) | 25x<3,-1<y<2,xy¢
: 4) Dé las coordenadas de cada punto descrito y loca-

y su grdfica cs el conjunto de puntos con abscisa desde licelos en el plano:
—2 hasta 3 y ordenada desde —1 hasta 2, como se muestra :
en la Fig. 1.8. a) Su ordenada es 5 y su abscisa —2.
b) Su ordenada es 3 veces su abscisa y su abscisa

o

-

Fig. 1.8

Ejercicios 1.3

1) En un sistema coordenado de ejes marque los si-
guientes puntos:

P, = (3, 4), P, = (=2, -5

P, = (5, —7), P,= (0, D), %’.,
P, = (6, 0), P, = (0. —4),

Py= (=4, 6);

= (—6,

2) Escriba las condiciones para que un punto (x, Vil
a) Pertenezca al primer cuadrante.
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es 2.

¢) Su abscisa es 3 y su ordenada es 2 unidades
menor que su abscisa.

d) Su abscisa es —3 y estd sobre el eje x.

e) Su ordenada es 1 y su abscisa es 4 unidades
menor que su ordenada. i

5) Un cuadrado que mide 3 unidades de lado tiene
uno de sus vértices en el origen, otro sobre el semi--
eje positivo de las abscisas y un tercero sobre el
semieje positivo de las ordenadas. ¢Cudles son las
coordenadas de los cuatro puntos que son vértices
del cuadrado? (Sugerencia: grafique las condicio-
nes dadas).

Examen para la seccién 1
Instrucciones: seleccione la respuesta correcta
1. Si durante 4 horas se mantiene una velocidad uni-

forme de 45 km/h, las parejas ordenadas formadas
por horas y distancia recorrida son:

a) (1,45), (2,90), (3,135), (4,180)
b) (1,0), (2,45), (3,90), (4,135)
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c) (45,1), (90,23, (135,3), (180,4)
d) (0,1), (45,2), (90,3), (135,4)

. El costo de enviar un telegrama es de $3 por las
primeras 10 palabras y $0.35 por cada palabra adi-
cional. Las parcjas ordenadas que asocian el costo
del mensaje a 12, 14, 15, 17 y 19 palabras puestas
en el telegrama son:

a) (3.70,12), (4.40,14), (4.75,15), (5.45,17),
(6.15,19)

b) (12,3.70), (14,4.40), (154.75), (17,5.45),
(19,6.15)

¢) (3.70,12), (4.05,14), (4.40,15), (4.75,17),
(5.10,19)

d) (12,3.70), (14,4.05), (15,4.40), (17,4.75),
(19,5.10)

. Las parejas ordenadas que tienen como primera com-
ponente a un nimero par entre 0 y 8 y como segunda
componente a un nimero primo menor que la pri-
mera componente que le corresponde son:

a) (2,1), (4,1), (43), (6,1), (6,3), (6,5)

b) (2,1, (2,2), (41), (4,23, (4.3, (6,1),
(6,2), (6,3), (6,5)

¢) (2,2), (4,2), (43), (6,2), (6,3, (6,5)

d) (4,2), (4,3), (6,2, (63), (6,5)

SiA=1{1,4,9}y B={—2, 1}, el producto car-
tesiano A X B es el conjunto:

a) {(=2,1), (—24), (—2:9); (1,1), (1,4);

b {(ii—zm ,1), (4,-2), (4,1), (9,-2),

c) Kﬁ’,;)z)’ 1) &—2), Q4);, (9,—2),

d) {(1,-2), (4,-2), (9, —2), (1,1), (1,4),
(1,9}
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5. 86 C={xez —-1<x<2} y B= {01}, e
producto cartesiano B X C es el conjunto:

a) {¢0,—1), (1,~1), (0,0), (1,03, (0,1),
1

1)}
b {go,—)w, (1,~1), (0,00, (1,0, (O,1),
(1,1), (0,2), (1,2)}
() {(—~1,0}>, (—1,1), (0,0), (0,1), (1,0,

(1,10}
) {(—1,0), (—1,1), (0,0), (0,1), (1,0,
1), (2,0), (2,13}

6. El producto cartesiano A X B, si
A= {xeR|—1<x<2} y B={-1}es

a) {(x,—1) | —1<x<2}
b) {(—1,x) | —1<x<2}
¢) {lx,—1) | —1<x<2}
d) {—1,% =1 <a'E2}

7. El producto cartesiano Z X Z es un subconjunto de:

a) NXN
b) Z XZ'
c) RXR
d) RXR
8. Sea A = {—3, —2, —1, 0, 1}, el producto carte-
siano A X B es igual al producto cartesiano B X A
si y solo si B es el conjunto:
a) {xeR | -3<x<1}
b) fxeZ | —3<w< 1}
c) {xe€R | —4<x<2}
d) {x€Z | —4<x<2}

9. El producto cartesiano R” X R~ es ¢l conjunto de
todos los puntos del plano coordenado en el:

a) Primer cuadrante.
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b) Segundo cuadrante.
¢) Tercer cuadrante
d) Cuarto cuadrante.

10. La representacién geométrica del producto cartesiano
{0} XResel:

a) Eje de las ordenadas.
b) Eje de las abscisas.
¢) Origen.

d) Plano coordenado.

Instrucciones: Relacione cada grdfica de la columna de

la izquierda con el producto cartesiano de la columna de la
derecha que le corresponde:

g

O d|2] o3) #a3| o —1<x<1,
3 l l l l l l & 1<y<3, x, y €R}
= ) EXE = {(x) |

C
-3 —2<x<2, x€R, y €N}
d) GXH = {(xy) |
—15x<6,

2<y<6, x, y €R}

e) IX] = {(xy) |
12, ? —1<x<6,
i 2<y<6, x €R, y€Z}
3 £ KXL = {(xy) |
i g) MXN = {(x5) |

x>0, 1<9<3, x, y € R}

=10 T2 3 & 8 bRy
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2. RELACIONES

Ejemplo 1. Considere los siguientes conjuntos:

El conjunto A cuyos clementos son 5 nombres de per-
sona y el conjunto B cuyos elementos con 7 apellidos.

A = {Susana, Rosa, Vicente, Augusto, Laura }

B = {Diaz, Contreras, Gil, Estrada, Mufoz,
Juédrez, Pérez

El producto cartésianc de A X B és:

A X B = {(Susana, Diaz), (Susana, Contreras), -
..., (Susana, Pérez), (Rosa, Diaz),
(Rosa, Contreras),. . ., (Rosa, Pérez),
..,(Laura, Diaz), (Laura, Contreras),
..., (Laura, Pérez)}

y cada una de las 35 parejas de A X B forman un nombre
propio.

Supdngase que se quieren integrar nombres propios
con la caracteristica de que el nimero de letras del ape-
Llido sea igual al niimero de letras del nombre. Sea R este
conjunto, entonces:

R = {(Susana, Judrez), (Rosa, Diaz), (Vicente,
Estrada), (Augusto, Estrada), (Laura, Mu-
noz), (Laura, Pérez) }

Luego, R es un subconjunto de A X B formado por
los elementos del producto cartesiano que cumplen una
cierta condicion.

Obsérvese que todos los elementos del conjunto A son
componentes de alguna de las parejas del conjunto R,

28

133

T~H‘44 x

ol =

-
S
<

|
of = wXwialulo
o

L

27

mientras'que de los elementos de B sélo aquéllos que cum-
plen la condicién dada son segunda componente de las
parejas de R. Al conjunto A se le llama dominio de R, y
sus elementos se designan por la letra “x”, el conjunto B
es el codominio de R y al conjunto de elementos de B, que
son segunda componente de alguna pareja ordenada de R,
se le llama imagen de R y sus elementos se designan por
la letra “y”.
Para el ejemplo 1, el conjunto

C = { Judrez, Diaz, Estrada, Mufioz, Pérez }

es la imagen de R y cada uno de sus elementos es la ima-
gen de al menos un elemento del dominio de R.

Asi, la imagen de “Susana” es “Judrez”, la imagen de
“Laura” es “Mufoz” y también es “Pérez”, la imagen de
“Vicente” es “Estrada”, la imagen de “Augusto” es "Es-
trada” y la imagen de “Rosa” es “Dfaz”. De modo que
cada elemento del dominio al menos tiene una imagen;
a “Laura”, por ejemplo, le corresponden dos.

Si representamos al dominio con A, al codominio con
B y a la imagen con C, se cumplen las siguientes proposi-
ciones:

Rc AXB y
CcB

donde el conjunto de parejas ordenadas R representa una
relacién cntre los elementos del conjunto A y los elemen-
tos del conjunto B. R es una relacién de A en B y se sim-
boliza asi:

R:A -~ B

Definicién: Sean A y B dos conjuntos. Se llama rela-
cién de A en B a un subconjunto R de A X B.

Todos los clementos del dominio de la relacién inter-
vienen como primeras componentes de las parejas ordena-
das y de los elementos del codominio, algunos, o todos,
aparecen como segundas componentes.
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2.1 Grdfica de una relacién i

Una relacién también puede representarse grafica-
mente con diagramas de Venn o en un sistgma de ejes
coordenados. La grafica del conjunto R con diagramas se
representa en la Fig. 2.1 y la misma relacién en un siste-
ma de ejes perpendiculares aparece en la Fig 2.2.

Fig. 2.1
B
= | (Laura, Pérez)
ez (Susana, Judrez)
e (Laura, Mufioz)
(Vicente Estrada)
{Augusto, Estrada)
Gil
(Rosa, Diaz)
Susana Rosa Vicente Augusto Laura A
Fig. 2.2
30

/

que pertenezea a R, debe ser de la forma (x, y) donde y
sea el cuadrado de x, esto es:

R={(xy)|y=a"x¢A yeB}

y Pudemus_ /comprobill‘ que esta expresion representa la
misma r’clacwn tomando cada elemento del dominio A y
sustituyéndolo en la proposicion

y=x

para Ol?teger su imagen correspondiente como se muestra
en la siguiente tabla:

x y=u [€XD)
—3 | (=3¥=9 | (—3,9)
—2 (—2y¥ =4 (—2, 4)
0 0 =0 (0, 0), ete.
Ejemplo 3.

Sea R, A — B donde
A ={0,1,2, 4}
B = 10,05 2, B}

yR = {(xy) y"=xxcA yeB}

Exprese R, enumerando sus clementos y represéntela gra-
ficamente.

Soluciéx}: Recuérdese que cada clemento del dominio
debe ser primer elemento de alguna pareja de R, o sea,
que cada elemento del conjunto A tiene al menos una ima-
gen en el conjunto B.

De la relacién y* = x, x € A, obtenemos la regla de
correspondencia:

y=%=Vx , x£A
= 32

5
\
\

La grafica de una relacién R es el cojunto G de todos
los puntos del producto cartesiano representados en cl pla-
no con la propiedad de que el punto de coordenadas (x, y)
pertenece a la gréfica si, y sélo si la pareja ordenada
(x, ) es un clemento de la relacién. Es decir, la gréfica
de una relacién R es el conjunto

G= {(xDeAXB|xy) <R}

Una relacién puede expresarse listando todos sus ele-
mentos o bien, enunciando la propiedad que los carac-
teriza,

Ejemplo 2. Sea R,: A —- B, donde

A4 o320, 001,233
B {152 39 5
yR = {(—3,9, (=24, (1100,
€1, 13,2, 4), 3,92}

Exprese R, mencionando la propiedad que cumplen sus
elementos.

Solucién: Debemos encontrar la regla con que se han
formado las parejas de R,, esto es, el método con que se
han asignado las imagenes que forman el conjunto

Cc=1{9,4 10}

It

Si observamos la lista, encontramos que en cada pareja
la segunda componente es el cuadrado de la primera:
En (—3,9), 9 = (—3)* :
En (—2,4), 4 = (—2)°
En (0,0), 0 = 0*
En (2,4), 4 = 2* , ete.

de manera que a cada clemento x del dominio se le asocia
el elemento del codominio que es su cuadrado; cada pareja

31
entonces,
x y==*Vx €3D)
o | £V0o =0 (0, 0)
¥ | =2v1 =1 | A Dy G—1)
2 | =v2 @, V2 yQ@ —V2)
4 | =2vVa ==2 | 4,2)y@—2)

Por lo tanto,

R, = {(0,0), (1, 1), (1,—1), (2,vD), (2,—V2),

(4, 2), (4, —2),  y su grafica se representa

en la Fig. 2.3.
7 4] “4,2)
2 @V .
S i W
14 .
(0’ 0) 1 + "
= . 2 % & %
-1 o
_yrt W=D e
= G VB e
@, —2)

Gréfica de R: Fig. 2.3

Obsérvese que a cada elemento del dominio le correspon-
den 2 imdagenes.

En ocasiones es f4cil pasar de una relacién exprésada
por una regla de correspondencia a un conjunto de parejas
ordenadas y viceversa; pero estas transformaciones no siem-
pre es posible realizarlas como ocurre cuando la relacién
¢s un conjunto infinito o con un ntmero grande de ele-
mentos, o en otros casos en que es dificil encontrar la regla
de correspondencia. Segin la estructura de la relacion,
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serd el uso de alguna de las formas que existen para ex-
presarla.

Ejemplo 4. Sea R, : A — R, donde
A={x| —2<x<4}y
Re={( | y=1+x,xecA yeR}

Determine la imagen y la grafica de la relacién. (N¢-
tese que el codominio de R, se ha especificado ya al decir
que la relacién va del conjunto A al conjunto R).

Solucién: Obsérvese que aplicando la regla de corres-
pondencia y = 1 + &* para las im4genes no es posible
obtener, en forma exhaustiva, el conjunto imagen de la
relacién, ya que su dominio es el conjunto A de los nii-
meros reales comprendidos desde —2 hasta 4, que tiene
un infinito ntimero de elementos.

En la ecuacién y = 1 + «* el término »* representa
los cuadrados de los niimeros reales en [—2, 4]. Los valo-
res negativos de x en [—2, 0), al elevarse a la segunda
potencia, se transforman en niimeros reales desde 0 hasta
4, y los valores positivos de x de (0, 4] se transforman en
los reales desde 0 hasta 16, es decir, si x € [—2, 4], x* €
[0, 16]). A cada elemento de este conjunto se le suma la
unidad para obtener las im4genes:

y=1+x

y se obtiene para y el conjunto [1, 17], que es la imagen
de R,. Si llamamos C a esta imagen, entonces

C={y¢R|1<y<17}, CcR
Algunas parejas ordenadas de R, son:

x y =1+ (%, 9)
-2 Lok (=200 = § (=2,5)
-1 1+ (-1 =2 (-1,2)

0 1400 =1 (0,1)

1 I =2 (1,2)

2 1427 =5 (2,5)

3 1 3% =10 (3,10)

4 1+ 4 = 17
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esto es, a x le asignamos valores del intervalo [—2, 2] do-
minio de R,. Tgual que cn el ejemplo anterior, en la ex-
presion para y aparece % por lo tanto, los niimeros rea-
les desde —2 hasta 2 se transforman en los niimeros
reales desde 0 hasta 4, v estos valores han de restarse a 4:

sia®=0 y = £ V&
y =2
Y, si &f =4 y = %= V0
3 =0

por lo tanto, la imagen de la relacién es el conjunto
C={yeR | -2<y<2}

Algunas parejas de R, son:

x|y =* Vi=x (x,3)
—2|=Vvi—a=0 (—2,0)
—1|%£ V&=T1=%vV3 [(-1,V3), (-1,—V3)
0| Va—=0==2 €0,2); (0,—2)
1= VA-T==Vv3 |(1,V3), (1,—V3)
2|+ vi—a=o0" 2,0)

y su gréfica aparece en la Fig. 2.5.

Yy 4

I™N

Gréfica de Rs : A — R Fig. 2.5
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Si las representamos en el plano, y siguiendo su posi-
cién las unimos con una linea, obtenemos la grifica de
la relacién R, (Fig. 2.4).

L (4,17)
17 4
16
154
14 +
134
121
1
10
(~3,10)

9
8
7
6

(=2,5) 5
4
3
2

—1,2) N1 1,2)
©n, et el
i T T IR TR TR R ¢ x

Gréfica de Rs Fig. 2.4
Ejemplo 5. Sea R, : A — R, donde
A={xeR | 2<x<2}y
R={Gy | #+7=4 z<A yeR}
Determine la imagen y la gréfica de la relacién.
Solucién: La regla de correspondencia es

x’+y"’=4, x€A, y€R
y=i-e
y = = v4—a_c,x€A,
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Ejemplo 6. Considérese la misma relacion del cjem-
5%

plo

R.: A, — R, donde
A= {xeR | =1 S %=L 1}
Solucién: La relacién estd dada nuevamente por
x* + y* = 4 pero se ha modificado su dominio restringién-
dose los ntimeros reales desde —1 hasta 1; ya no forman
parte de R, los puntos cuya abscisa esté en [—2, —1) y
a2 } o
Analicemos nuevamente la expresion y = + B !
x€A,. Comoxe[—1,1],5* € [0, 1] de modo que
sir* =0, y== V4 ==*2
si®=1, y==% VA=T =+ V3
por lo tanto, la imagen de R, ahora es el conjunto
C= {yeR|—2<y<—V3 2<y<V3}

xly==Va—o 9
—1=VE=T==V3 [(—1,V3), (=1,—V3)
(8,23, (8,—2)
(1,v3), 4,—Vv3)

y su grafica se muestra en la Fig. 2.6.

(=]
It
<
N
|
Il
+
©

1l=vi—T1==
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Ejercicios 2.1

a)

1) SeaR: A — A, donde A= { Sr. José Trejo,
Sra. Gil de Trejo, Ricardo Trejo Gil, Luisa Trejo
Gil, Arturo Trejo Gil }. Encuentre, listando sus
elementos, las siguientes relaciones:

a) Es hijo o hija de. ..

b) Es hija de. ..

c¢) Es madre de...

d) Es hermana de. ..

e) Es padre de. ..

f) Es hermano o hermana de. . .

2) Encuentre tres parejas ordenadas que pertenezcan
a la relacién “nacié antes que” definida de A en A,
donde A = { Cristébal Colén, P. Elias Calles, Be-

nito Juarez }

3) Encuentre una frase que domine la siguiente re-
Jacién:

R= { (L. Cérdenas, Reptiblica Mexicana), (J. F.
Kennedy, Estados Unidos de N. A.), (J. D. Perén,
Argentina) }

4) Encuentre, listando sus elementos, la relacién
que aparece en la gréfica y determine su dominio
e imagen:

B
3/2 °

1/2 °
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y Iy

+ + +
Jos¢ Rosa Lucia Luis E}

Para cada relacién dé una férmula que exprese su
regla de correspondencia y encuentre su dominio,
su imagen y su grafica.

5) R, = {(1,3),(2,6), (3,9, 4,12),(5,15)}

6) R.= {(4,2), (8,4, (12, 6), (16, 8) }
7) R.= {(4,3),(6,5), (8,7}

8) R.={(2,4), (-2, 4), 3,9, (-3, 9}
9) R,= {(1,1),(2,2),(—1,1),(=2,2)}

Para cada relacion escriba el conjunto de las pare-
jas ordenadas que la forman y encuentre su domi-
nio e imagen.

10) La suma de dos enteros no negativos es 8.

11) Asocie con cada ntimero natural menor que 10,
que sea cuadrado perfecto, sus dos raices cua-
dradas.

12) Asocie con cada ntimero entero desde —4 hasta 3
el doble de su valor absoluto.
Si A = {1,2,3,4,5,6} , encuentre el conjunto R
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16) R: A —~ R,
4

y su gréfica para cada uno de los siguientes cjer-
cicios:

13) R: A -~ A R= {(x,9) | y=x}
149) R: A -~ A R={(x|y<x}
15) R: A - RR={(x)|

x=1,—-1ZLy<2}

17) R: A —~ R R={(xy) |

Encuentre la imagen y trace la grafica de la re-
lacién definida por:

18) R:R —~ R,y=x"—x
19) R: R — R,y=2a"— |x|

20) RYZ o Zine+y&%

Examen para la seccién 2

Instrucciones: Seleccione la respuesta correcta:

I,

2

Si B :{(—2,0), 09,-5), (1/2,—2), (279, —1/3)
entonces B es una relacién en:

a) NXN

b) zXz

¢) R"XR

d) RXR

El dominio de la relacién ((—m, ), (—=, —m),
(m, ), (m, —m).es el conjunto:
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a) ‘—“"J‘
b) {7}
¢) {—mm}

d) R

. La imagen de la relacién {(1,1), (1/2,1/2),
(1/3,1/4),(1/4,1/8), (1/5,1/16)}, es el

conjunto:

a) R
b) Q

¢) R
d){x |x = 1/2% neZs {0}

. | con;unto de las parejas ordenadas de la relacién
R= {(zy) | x= 1/n, y = 1/2"", neN} es:

a) {(1,1/2), (1/2,1/4), (1/3,1/8),
(1/4,1/16)}

b) {(1,1), (1/2,1/2), (1/3,1/4),
(1/4,1/8)"

o) {(1,1), (1/2,1/72), (1/3,1/4),
(1/4,1/8),...}

) (1, 172), (1/2,1/4), (1/3,1/8),
(1/4,1/16),...}

El dominio de la relacién definida por y* =x es el
conjunto:

. La imagen de la relacién definida por ¥* =x es el
conjunto:

a) R
b) R'U {0}
c) R*
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Instrucciones: Relacione cada grdfica de la colwmna de la
7. El dominio de Ia relacién definida por #*+ = 16 i:;su;:fda con la relacién de la columna de la derecha que
es el conjunto: le corresponda
a) [—4, 4] i
=x*— 2x,
b) [-16,16] 1.y a) y=x .
)R 3 —3<x<3, x€R
O RU (0} P : S
8. La relacién que asocia a ca((;lalnl’lmero entero el re- ! x€R'U {0}
i e i dividi tre 2, es: o[ 1 23 -
siduo que se obtiene al dividirlo entre K 2 o
a) y=x/2, x€Z | —2t —3Sx<3, x¢R
-3
0 si x es par, = d)y:E)__._,/—r‘_x;_*,
b) y= x€ x20, x€
| i 1 si x es impar,
| e) ¥+y =9
I 1 si x es par, 12, 7 0<x<3, xR
Lo S wrd o i
0 si x es impar, ) y== |x Iy
12 0<x<3 x€R
e ) 3 . . xg))’=‘x2+x
9. La relacién que asocia a cada entero no negativo su _lfl —3<x<3, x€¢R
cuadrado, est4 definida por: il
a) y=x* x€Z'u {0} =
b) ¥==x xe€¢Z y {0}
! c) y=»x, xeZ
| d) y=x, xeZ ‘ -
i 10. La relacién cuyo dominio es el conjunto: 1 ' ya
i A={x€R | =1 £x<1} ¢ imagen el conjunto 2
i‘ B={yeR | -1 <y<1} es: 1 &
| O 2 3 & 3 X
a)y= Vi1=a ‘ -1t
b) y = -1 -21
| ey = = —3
| d) y = =T+
‘ 3
1 ) 4
14. » <
4
3
2
! |
—10 7 R |

3. FUNCIONES

Ejemplo 1. Sean dos conjuntos, A y B, donde A es el

conjunto de numeros enteros de 0 hasta 10, con los que

representaremos calificaciones, y B el conjunto de simbo-

2 los que en algunas instituciones se utilizan para dar el re-
sultado del rendimiento escolar al alumno.

I 5 e 1 T Entonces,

& A= {0,1,2,3,4,56,7,8,9,10} y
| i B= {NA, S, B, MB}

El producto cartesiano A X B es el conjunto
AXB = {(0,NA), (1, NA),..., (10, NA), (0, S),
1' 1, 8),..., (10, S), (0, B),
CL; By vy (10, BY; (0, MBY,
(1, MB),..., (10, MB)}

y consta de 40 parejas ordenadas donde el primer elemen-

‘l to de la pareja pertencce al conjunto A y el segundo ele-
$ mento al conjunto B. Sabemos que el simbolo NA indica
} “no acreditada” la materia, es decir, que en la escala nu-

mérica su calificacion fue 0, 1, 2, 3, 4, 0 5; S indica que
el resultado fue 6 o 7, “suficiente” para acreditar la ma-
teria; B corresponde a un resultado de 8 0 9 en calificacion,
considerado “bueno”; y con MB se simboliza un resultado
“muy bueno” correspondiente a 10 de calificacién.
Utilizando. diagramas de Venn podemos representar
a los dos conjuntos con sus clementos e indicar con lineas
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la relacién que existe entre ellos, como se muestra en la
Fig. 3.1.

Fig. 3.1

Tomando un elemento de cada conjunto, de acuerdo

con la relacién dada, se obtiene un conjunto de parejas or-
denadas en A X B que cumplen con cierta condicion:
representar con un nimero o con un simbolo el mismo re-
sultado del rendimiento escolar de un alumno.

Llamemos D a este conjunto, entonces

D= { E(')J_, 1\;\1}&), (1, NA), (2, NA), (3, NA), (4, NA),

A), (6, ), (7, 8, (8, B), (9, B),
(10, MB) }

Obsérvese que a cada elemento del conjunto A le co-
rresponde s6lo un elemento del conjunto B, esto es, no hay
en D dos parejas ordenadas que tengan su primera compo-
nente igual. Esto mismo ocurre en los ejemplos 2 y 4 de la
seccién 2, no asi con los demas ejemplos de la misma sec-
cién, en los que para cada pareja hay otra con la misma pri-

mera componente.

A un conjunto de parejas ordenadas como D, donde
se cumple que a cada elemento del conjunto A le corres-
ponde tinicamente un elemento del conjunto B, se le da
el nombre de funcion y es este un concepto de gran im-
portancia dentro de las matematicas.
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Al elemento y € B asociado con algin x € A, por la regla
de corespondencia f, se le lama imagen del elemento x ba-
jo la funcién f y se simboliza f(x) y se lee “f de x”.

Si una pareja ordenada (x, y) pertencce a una fun-
cién f, se dice que el elemento “y” es el valor de la funcién

“w

f en “x”, y se representa:
y=f&)

El concepto de funcién se define de la siguiente ma-
nera:

Definicion: Sean A y B dos conjuntos. Una funcién
de A en B es un conjunto f de parejas ordenadas de A X B
con la propiedad de que cada elemento de A es primera
componente de una pareja ordenada, y para todo a € A, si
(a, b) y (a, c) pertenecen a f, entonces b = c.

El conjunto A de los elementos que son primeras com-
ponentes cn las parejas ordenadas de una funcién se lla-
ma dominio de la funcién, el conjunto B se llama codo-
minio y al conjunto de elementos de B, que son segunda
componente en las parejas ordenadas de la funcién, se le
llama imagen del dominio de la funcién.

Considerando nuevamente el ejemplo 1, como el con-
junto D es una funcién llamémosla f,, entonces

fo= {(0,NA), (1, NA), (2, NA), (3, NA), (4, NA),
(5, NA), (6, 8), (7, 8), (8, B), (9, B),
(10, MB)},

su dominio es el conjunto
A= {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10},
su codominio el conjunto

= {NA, S, B, MB}
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y su imagen el conjunto de segundas componentes de las
parejas ordenadas de f;, es decir, el conjunto

C= {NA,S,B,MB} =B

3.1 Funcién suprayectiva

Definicién: Si todo elemento del codominio de una
funcién f es imagen de al menos un elemento de su do-
minio, entonces f es una funcidn suprayectiva.

B = Imagen

A4
dominio

f: A -~ B suprayectiva

Obsérvese que f, es una funcién suprayectiva de A en
B, ya que cada elemento de B es imagen de al menos un
clemento de A: NA es la imagen o valor de la funcién
fien 1y se representa asi: f, (1) = NA.

También en 2, en 3, en 4 yen 5 la imagen es NA:
fi(2) = NA, £, (3) = NA, £, (4) = NA, £, (5) = NA;
Seselvalorde fien6yen7: f,(6) =S, (7) =S; v
MB es el valor de f en 10: f, (10) = MB.

Con el objeto de observar claramente el papel que
desempefia cada uno de los elementos de una funcién: el
dlo(minio, el codominio, la imagen del dominio de la fun-
cién y la funcién misma, podemos imaginarla como una
méquina f, segin se muestra en la Fig. 3.2, que funciona
de la siguiente manera: la mdquina f sélo opera con ele-
mentos del conjunto A. Si se tratara de introducir en ella
un elemento z ¢ A, la maquina no lo aceptarfa.
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Fig. 3.2

Si tomamos un elemento a € A y se introduce en f, al sa-

lir de la miquina sc habré transformado en otro elemen-

to f (a); si introducimos al elemento b € A en f, al salir

se habr4 transformado en f (b), el cual puede ser igual o

diferente a f (a). De manera que, cada elemento x € A
ue se introduzca en la méquina f saldrd de ella trans-
ormado en su imagen f (x).

Entonces, f es la maquina y f (x) es el producto que
sale de la miquina cuando se ha introducido en ella el
elemento x. Es importante recalear que no debe confun-
dirse a la funcién f con sus valores f (x).

Ejemplo 2. Seaf,: A — R donde
A= {2,—1,0}

fa(x)=2x—3,x€A

Encuentre el conjunto f, de parejas ordenadas, la ima-
gen de A y determine si la funcién es suprayectiva.

Solucién: Como A es un conjunto finito podemos en-
contrar la imagen de cada elemento de A bajo f, para-for-
mar las parejas ordenadas. '

x f.(x)=2x—3 G, f ()
2> |f(@)=20@)—3=1 2 1)
-1 [fCD=2C1)—3=—5| (—1, —=5)
0 |f(0)=2(0)—3=—3 €0; =39
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de donde f, = {(2, 1), (—1, =5), (0, =3)} y su
imagen el conjunto
C={1,—5,—3}
Observemos que C ¢ R y C # R, por lo tanto, f, no
es una funcién suprayectiva.

Ejercicios 3.1

Clasifique como relacién o funcién, segiin correspon-
da, y encuentre el dominio y la imagen para cada uno de
los siguientes conjuntos:

D {(1,3),025),(3,9),(4,10)}
2) {(V2,1D,(1, 1, (V5 1), (2 1)}
3) {20, (5,—5), (—2,—2)}

4 {¢6,=2), (=2, 6), (4, —1), (—1, 4), (0, 5),
(5, 00}

5) {(=1,10), (=1, 0),(—1,3)}
6) {(x»|y=Vvx, xezZ'u{0}}

D A ly=2,, «xez}

8) {(xy)|4x+y=2, «x¢R}

9 {(xp|r¥+y=1,—1<x<1,x¢R}
100 {(%y)|y<x x<R}

MB

NA

En los problemas enunciados a continuacién encuentre
el dominio, la imagen y la expresién algebraica de la fun-
cién:
1D f= {Q,4), (2,8), B, 12), (4, 16)}

12) g= {G, 1),6,2), (9 3}
13) k= {(3,8), (4,10, (5 12)}
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3.2 Griéfica de una funcién

Una funcién puede expresarse graficamente con dia-
gramas de Venn o en un sistema de ejes coordenados de
la siguiente manera:

La gréfica de una funcién f es el conjunto de ele-
mentos del producto cartesiano representados en el plano,
con la propicdad de que un clemento (x, y) pertenece
ala grafica si y sélo si es elemento de la funcidn f.

Entonces,
G= {(y)€AXB|(x,)¢ef!

La gréfica en el plano de la funcién f, del ejemplo 1
se muestra en la Fig. 3.3,

(10, MB)
N

(8, B) (9, B)

(6,5) (7,5)
. .

(LNAY2,N4) (3,1VA)(4.1.VA )(5.NA)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. 3.3
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14) El perimetro p de un cuadrado es 4 veces el largo [
de un lado.

15) El costo ¢ del alquiler de una mdquina durante d
dias es de $ 50, mas $ 10 por dia.

16) Un teatro tiene 500 asientos de $ 30 boleto. Los
ingresos i estin determinados por el niimero n de
boletos vendidos para cada funcién.

17) f, asigna a cada ntimero entero su scmivalor abso-
luto.

18) g, asocia el niimero 4 a cada ntimero real no nega-
tivo.

19) h, asocia a cada niimero entero positivo su cuadra-
do, y a cada ntimero entero negativo su mismo
valor.

En los ejercicios 20, 21 y 22, escriba, para cada fun-
ciém, el conjunto de las parejas ordenadas que la forman:

20) Asocie a los cuadrados de los enteros mayores o
siguales a cero y menores que 30 su rafz cuadrada
negativa.

21) Asocie a cada ntimero entero, desde —3 hasta 6, el
doble de su cuadrado.

22) Asocie a cada niimero entero, desde —4 hasta 2, su
inverso aditivo.

23) (x) =3+ 1, x €R; encuentre f (=2),
/ (0) f VD, f 3D, f (a—1)

24) f (x) =Vx—2,x 2 2, x €R; encuentre f(2),
f (18) f(5/2), f Ca), f C6)/f (18).

25) Sea g (x) = x* —x, x € R; encuentre g (1),

g (=1), g (0), g (b), g (b + 2),
fa (5) —lg (3)/g €3]}

26) Seag(x)=1/2x"—4x,x¢€ R, encuentre g (4),

g (|=2]),2(0), g (a),22(
[g (3 — g(2)]/ [g2)—=¢ (1)]
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y la de la funcién f, del ejemplo 2 aparece en la Fig. 3.4.

fx)
21 @n
1 .

=l 1234
-2
—34 (0—3)
1 S)—d
el
Fig. 3.4

Nétese que la diferencia entre una relacién y ura fun-
u(‘m consiste en que la relacién es un conjunto de pare-
jas ordenadas que cumplen alguna condicién y, en la fun-
cion, todas las parejas tienen la primera componente di-
ferente a las demis.

Grificamente esta diferencia se observa como sigue:
en la funcién todos sus puntos tienen diferente abscisa,
y en la relacién puede hag er més de un punto con la mis-
ma primera componente; esto equivale a decir que cual-
quier recta paralela al eje de las ordenadas, en todo punto
del dominio de la funcién, intersecta a su grafica en uno
y solo un punto, mientras que la gréfica de la relacién
puede ser cortada en uno, dos o més puntos.

Toda funcién es una relacién, y no toda relacién es
funcién.

Ejemplo 3. Determine si las gréficas dadas represen-
tan una funcién o una relacion.

a) ftxy t
REI )
s

@

“.2) (5.2)
o e




-

Solucién: Si trazamos una recta paralela al eje y, por
los puntos de abscisa 3, la linea cruza a dos puntos de
la grifica, por lo tanto la figura representa a una relacién
que no es funcién; existen dos parejas, (3,1) y (3,3), con
el mismo elemento 3 como primera componente.

b) (=) 4

Solucién: Toda recta paralela a y, que pase por al-
gin punto del dominio de la relacién, se intersecta en
uno, y solamente en uno de los puntos de la grafica, por
lo tanto, la grafica representa una funcién.

c) f(x) A

—3 =2 —1 0 . 2 3 7
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B = {Aguascalientes, Acapulco,.., Cd. Juirez, ..,

Hermosillo, . . , Mérida, Veracruz, Zacatecas

y

f.= { (Aguascalientes, Aguascalientes), (Baja Califor-
nia Norte, Mexicali), (Baja California Sur, La
Paz),.., (Sonora, Hermosillo). .., (Zacatecas,

Zacatecas)}, ‘luego, f, es una funcién porque ca-
da una de sus parejas ordenadas tiene su primer
elemento diferente a las demés.

Obsérvese que al tomar en forma arbitraria dos csta-
dos diferentes en A, se obtienen, bajo f,, dos ciudades di-
ferentes en B, esto es, que la ciudad que cs capital lo cs
solamente de un estado de la Reptiblica Mexicana. A fun-
ciones como f, se les llama inyectivas.

Definicion: A una funcién f en la que a cualquier
par de elementos diferentes del dominio les corresponden
imagenes diferentes, se le llama funcién inyectiva.

Es decir, f : A — B es inyectiva si para todo a,, a, €
Aya Fa,fCa) Ff(a);olo que es lo mismo:

si f (@) = f(a,) entonces a, = a,.

Griéficamente esta propiedad se observa en la Fig. 3.5.

f 1 A —~ B inyectiva
Fig. 3.5
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Solucién: La gréfica representa una relacion que sf
es funcién, ya que toda recta paralela al eje de las orde-
nadas en algtin punto de su dominio intersecta a la grafica
en un punto.

d) f(x) 4

—14

—2

Solucién: La grafica no representa una funcién, ya
que al menos hay dos parejas, las que cruza la recta para-
lela al eje y, en los puntos de abscisa 2, con este valor co-
mo primera componente.

3.3 Funcién inyectiva

Ejemplo 4. Sean dos conjuntos A y B, donde

A= {x | x es estado de ]a Reptiblica Mexicana en
diciembre de 1974 }
B= {y |y es ciudad de la Republica Mexicana }’

Sea f,: A — B la regla que asocia a cada estado de la Re-
publica Mexicana su ciudad capital. '

A= { Aguascalientes, Baja California Norte, Baja Cali-
fornia Sur, Campeche, Coahuila. .., Veracruz,
Yucatan, Zacatecas, }
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y en cl plano, cuando todos los puntos de la ardlica de la
funcién tienen diferente ordenada para diferentes absci:
sas, (Fig. 3.6).

fx) 4

fas) f---——--—= (az, f(as))
{asf(as))

as x

Fig. 3.6

3.4 Funcion creciente. Funcion decreciente

Se llama funci6n real de variable real o simplemente
funcién real a una funcién cuyo dominio y codominio es-
tdn contenidos en el conjunto de los niimeros reales.

Ejemplo 5. Sea f, una funcion real; f, : R°u (0 -—~R
con f (x) = x* Encuentre su imagen, su grifica y ana-
lice la funcién.

Solucién: El dominio de f, son los ntimeros reales ma-
yores o iguales a cero y f, asocia a cada valor del dominio
su cuadrado, entonces, ya que el cuadrado de 0 es 0 v el
cuadrado de un ntimero positivo también es positivo, la
imagen de la funcion f, es el conjunto de los ntimeros rea-
les no negativos, .

C=R u {0}
por lo tanto, £, no es suprayectiva.

Si tomamos en forma arbitraria dos valores diferentes
del dominio de f,, a cada uno le corresponde su cuadrado
que también es diferente, por ejemplo:

B7




a a fi Ca) f. Ca:)
0 5 0 25
3 9 9 81
4 1 16 1 etc.

Por Jo tanto, f, es una funci6n inyectiva. Su grifica apa-
rece en la Fig. 3.7.

Recuérdese que, dados a, a,, € R, la Ley de Ia Tricoto-
mia establece que una y sélo una de las siguientes pro-
posiciones es verdadera:

a) a, = aj; b) a, < ay; ¢)a, < a,.

Cuando elegimos dos valores diferentes cualesquiera
del dominio de una funcién real para analizar si la funcién
es inyectiva, la primera proposicién de la Ley de la Trico-
tomfa queda descartada, s6lo podrd ocurrir b) o ¢). Si
#, < a, entonces, en la recta numérica a, estd colocado a la
izquierda de a,; si @, < a, entonces, a. se encuentra a la
izquierda de a,.

Para la funcién f, del ejemplo que estamos analizando,
cuando los valores que se eligen del dominio son tales que
a, < a,, en la Fig. 3.7 se observa que sus imagenes corres-
pondientes también guardan esta relacién, es decir:
fo (@) < f, (a.); al ocurrir esto se dice que la funcion
es creciente,

of Ta2 3 4 5 6 «
Funcién creciente
a L @y f(a) < flay)
Fig. 3.7
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fay) g freeenee e

FaaY Bdeasnsnions

1 2 a 3 4 5 6 7 8
ag
Funcién decreciente
ay < dg y flay) > flay)
Fig. 3.8

Observemos que si tomamos 2 elementos arbitrarios
a,, a;, del dominio y a, < a,, sus imégenes correspondien-
tes son tales que £, (a.) < f, (a,), por lo tanto, la fun-
cion no es creciente, va que la jmagen del elemento a,
del dominio es mayor ‘que la imagen que le corresponde
al elemento a., siendo @, < a,. En este caso la funcién es
decreciente,

Definicion: Una funcién real f es decreciente en un
intervalo si y sélo si dados a, y a, en el intervalo y 4, < a,,

f(a) < f (a).

3.5 Funcidén biyectiva

Ejemplo 7. Considérese la funcién f, del ejemplo 4,
con f, : A —~ B, donde B, es el conjunto de las ciudades
capitales de estado en la Republica Mexicana, o sea:

B, = | Aguascalientes, Mexicali, La Paz, . . .
Hermosillo, . . ., Jalapa,. . .,
Mérida, Zacatecas }

3 Encuentre f,, su imagen y determine si es suprayec-
tiva e inyectiva.
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Definicién: Una funcién real f es creciente en un in-
tervalo si y solo si dados a4, y a, en el intervalo y @, < a4,

fla) < f(a).
Ejemplo 6. Sea f. : A — R, donde
A={xeR | 2<x<8} vy f, (x) =8/x
Encuentre f,, su imagen, su gréfica y analicela.
Solucién:
fo={Cx f&x)) | fx) =-8/x, 2 < x <8, x€R}
Aumentando en forma continua a x desde dos hasta
8, como el numerador de f(x) es constante, el valor de la

funcién decrece en forma continua desde 4 hasta 1 como
se observa en la siguiente tabla:

X f(x) = 8/x (x, f(x))
2 8/2 = 4 2,4)
4 8/4 = 2 (4,2)
6 8/6 = 4/3 (6,4/3)
8 8/8 =1 (8, 1)

Entences, la imagen de £, es el conjunto de los ntime-
ros reales comprendidos desde 1 hasta 4, esto es:

C={yeR |1 <y <4}
por lo tanto, f; no es suprayectiva.

Para todo a,, a. € [2, 8], a, ¥ a,, se cumple que
f. (a) # f (a,), por lo tanto, la funcién es inyectiva.
Su gréfica aparece en la Fig. 3.8.
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Solucién: EIl conjunto de parejas ordenadas de f, cs
el mismo que en el ejemplo 4; como la regla de corres-
pondencia y el dominio de la funcién no se han modifi
cado, la imagen del dominio tampoco cambia, entonces

f. = { (Aguascalientes, Aguascalientes),
(Baja California Norte, Mexicali),
(Baja California Sur, La Paz),. ..,
(Hermosillo, Sonora), . . ., (Mérida, Yucatn),
(Zacatecas, Zacatecas) }

s6lo que ahora la imagen del dominio de la funcién es el
mismo conjunto B, codominio de f;, por lo tanto, la fun-
cién es suprayectiva. Tomando dos elementos diferentes
cualesquiera en A, sus imégenes nuevamente son dos ciu-
dades diferentes y la funcién es inyectiva. La grafica de
fs aparcce en la Fig. 3.9,

4 B =¢C

"Aguascalientes f ‘Aguascalientes

Baja California None\ / Mexicali
Baja California Sur \ ( La Paz
—»o
i
Sonora Hermosillo
>9
Yucatén / / Mérida
Zacatecas / Zacatecas

fg: A4 — B
Fig. 39
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Definicién: Una funcién que es suprayectiva e in-

yectiva se llama funcidn biyectiva.

f. es una funcién biyectiva porque es suprayectiva e

inyectiva; todo elemento del codominio de f, es imagen
de sélo un elemento del dominio de la funcién.

Ejercicios 3.2

Analice si las siguientes gréficas representan una fun-

cién o una relacién y dé sus dominios e imégenes.

vas inyectivas, biyectivas, crecientes o decrecientes y re-

) y 4

A 4
+ T

=t +
—4 —3-2-10] 1 2

4
t

62

Determine si las siguientes funciones son suprayecti-

preséntelas grificamente.

=l f(x)

6) F2»2 = 2% —6
7 82 — Zu0}, glx)= |«
8)h:2 —~ Z . hix) =2
CoRTEE AN | R fx) = x/3
10) g: R - R i gx) = —x+9

Examen para la seccién 3

¢Falso o verdadero?

1.

La relacién h : Z° — Z, que asocia a cada entero po-
sitivo su rafz cuadrada negativa, es una relacién que
es funcién.

Si A es es el conjunto de log ntimeros primos y B es
¢l conjunto de los ntimeros naturales mayores que 3,
entonces la relaciéon b : A — B, que asocia a cada
ndmero primo su cuadrado, es una relacién que es
funcion.

El conjunto {(3/5,1), (9/8,1/3), (3/5, 2),
(174, —1) " representa a una funcion.

El conjunto {(—~1,3), (3,—1), (2,~4), (—42)}
representa a una relacién que no es funcion.

El conjunto {x € R* 3* = x} representa a una rela-
cién que no es funcién.

El conjunto {x€R | 4x +y—1=0/ representa a
una relacién que no es funcién.

El dominio de la funcién definida por f(x) = 1/x
es el conjunto R de los niimeros reales,

La imagen de la funcién f(x) = —x/2 + 1, x€R
es cl conjunto R* de los ntimeros reales positivos.
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—4 —3-2-10

5)

[ S RO ST -
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-
0 x

Grifica de una funcién. Grifica de una_relacion

que no es funcién.

13.
14.
15,
16.

12. y
. ¥y
=[]
x g ol x

Grifica de una funcién,

Grifica de una funcién.

La funcién f: R — R, con f(x) = x + 3, es una
funcién biyectiva.

La funcién k : R* — R, con h(x) = \'%, es una
funcién creciente en su dominio.

La funcién g : R - R, con g(x) = »° es una fun-
cién decreciente en su dominio.

La funcién g, que asocia a cada entero positivo el
triple de su cuadrado o a cada entero no negativo
la semisuma de su valor aumentado en 2, se expresa
como

35k, si xeZ*
glx) =
(x+2)/2, si xeZ -y {0}
El dominio de la funcién f definida por f(x)=3:::
es el conjunto: ’
a) R .
b) R'u {0}
c) R
d) R
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18.

19.

20.

21,

(]
(]

La imagen de la funcién g definida por g(x) =
|x| — x, x€R es el conjunto:

La funcién 2 : R® — R, con h(x) = x — |x!| es
igual a la funcién f : R" — R con

a) f(x) = 2x
b) f(x) = 2lx|
¢) f(x)= —2x
d fx) =0

La funcién f : R* —~ R, con f(x) = % es una
funci6n: ?

a) Suprayectiva
b) Inyectiva
¢) Creciente
d) Constante

La funcién f : Z' — Z con f(x) = x/(x-!-l‘) es una
funcion:

a) Creciente
b) Decreciente
¢) Suprayectiva
d) Biyectiva

La funcién k que asocia a cada ntimero real no ne-
gativo la raiz cuadrada positiva del cubo de su valor
0 a cada real negativo la raiz ctbica del cuadrado
de su valor, se expresa como:

(VX)) si x<0
a) hix) =
() si x20
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instrucciones: Relacione cada grifica de la columna de la
izquierda con la funcién de la columna de la derecha que
le corresponda:

1 0 f; 15,51 = B
g v 3 jx—5];
R (A !
—2 flx) =
4 Jx+5],
—4 -5<x<0
—s
b) ¢ R~ R,
g(x) =x — lx!
: c) k: [+3,3] = R,
e ) = —VT— &
1
2 d) L R—~R,
4 ¢ =1 GiRs—1
= T | ~ flx) ={x si —1<x<3
S 3 si x>3

e) g:[-3,3] - R

g) = —x
f) h: [-5,5] = R
h(x) = x|
123 435 g)g:R—gR

=1 st =]

g(x) =’ jx] si —1<x<3

3six>3

23,

24,

25.

VaZsi x>0
b) h(x) =
2 B W si x<0
(Vx)?six<0
c) hix) =
V¥ six>0
’ VAP si x20
d) hix) =
“ " lowsz<o
Vx+4, x2-2
Si f(x) =

I, s~

entonces, f(—3) es igual a:
a) 20

b) 1

e) —34

D VT

Si g(x) = —5 (x* —x)/2, x €R, entonces g(g(1))
es igual a:

a) ‘—5/2

b) 0

¢) No estd definida.
d) 5/2

Si f(x) = x/3+ 2, x€R, entonces
f(3) — [2f(6)/f(—12)] es igual a:
ayT
b) =17
c) —1 .

No_estd definida.
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DIAGRAMA CONCEPTUAL
Parejas
ordenadas
Producto
cartesiano

Relaciones

Dominio

Funciones

e 1

i{ no algebraicas:
l) Funcién exponencial

1) Funcién constante .
2) Funcion identidad

3) Funcién valor absoluto
4) Funci6n lineal

5) Fum:lén cuadritica

Biyectivas I

Algebra de funciones:
l) Suma de f\éncmne«

Composicion . Funcién
de funciones inversa

2) Dil
3) Producto de funciones
4) Cociente de funciones
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4 SXT= {(xx), (x, 2%); (x,;v") @, %), (9, 2°),
G, ¥, @& ), & 2 @

5) AXB= { (=4, -3), (—4, -1>, (—4, 1),
(=2, —3), (—2,-1), (=2, 1), (O, -3,
o, =1, (0, ), (2,-3), (2, —1), (2, 1D}

o

Pt

St R LT 4 %
° o —] °
. . 3 °

6) CXC = {0, 0); (0, 1723, (0, 1D, (1/2, 0),
1/2, 1/7).41/2 1,61, 0),:CL1/2): 1 10}
7) DXE = (,72,))|7-1Sv<3v€R‘u

<3,y€¢R]

8 A XRE )] 95508 65% e R}

v

o;_iiv%i —3
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

Ejercicios 1.1

1) (1,23, (1, 43, (1, 6), (1, 8), (1, 10), (3, 2),
(3, 4), (3, 6), (3, 8), (3, 10), (5, 2), (
(5, 6, (5, 8), (5, 10)
2) (2, 400), (5, 1000),” (3, 600), (0, 0)
3) (1,810), (2,720), (3, 630), (4, 540), (5,450),
(6, 360), (7,270), (8, 180), (9, 90, (10, 0.
4 (1, 1), (2, 00, 3, D, (4, 0, (5, 1, (6, 0).

w

Ejercicios 1.2
D) (I, 4.9), )(2, 19.6), (3, 44.1), (4, 78.4),

2) (3 %) (4, 6), (5, 10), (6, 15), (7, 21), (8, 28).

3) AXB = ‘(matcm"iucac tngonometrm) (matema-
ticas, clectricidad), (matematicas, quimica orgéni-
ca), (fisica, trigonometria), (fisica, clectricidad),
(fisica, quimica organica), (quimica, trigonome-
trfa), Cquimica, electricidad), Cquimica, quimica
orgdnica)

B
Quimica Orgénica . ° °
Electricidad o ° °
Trigonometria. . ° °

Mat.  Fis. Qium. A4
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9N XZ= {(x7) |xeN, yeZ}
y 4
Il 41 o o o o o o
‘ 31 o e 0 o o o
24 o o 8 o o o
l 1+ ¢ o ¢ o o o
, EIRNEEE
2+ o o o o o o
—34 o ¢ o o o o
—4. o o o o o o
10) ZX N= {(x,9) | x€Z, yeN '
y
o o o 04) o o o o
! e o o o3 o o o o
v B ¢ ledg e e e
! § & e LN &) ) o B
" i3 0l A e e

1D PXN= {(x»)|x2 -1, yeN}

y
6
3.0
i P -
-
4
e
3
-
2
e
L
it A, 2, B d 8 &



IZ)BXT—{(X})'—1<x<4—”<y =1
x, y€R

—2

13) AXC= {(x,) |x22,y<5x yeR!

\

£

0 1 2737475

\

Ejercicios 1.3

2) a) (x,¥) estd en el primer cuadrante si y sélo si
x> Q)
b) (x, ) estd en ¢l segundo cuadrante si y solo si
x<0,y>0
¢) x<0,y<0
x>0 y<0
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b) R = {(Luis, 1.81 m), (Rosa, 1.40 m), (L ucia,
1.70 m), (]o*:e 1.25 m)}
dominio = { Luis, Rosa, Lucia, Jos¢ }
imagen = {1.25 m, 1.40 m, 1.70 m, 181 m}

5) R,: 3x, dominio = {1,2,3, 4,5}
imagen = {3,6,9, 12, 15}

6D R x/2, dommlo = \4 8, 12, 16}
imagen = 1 2, 4, }

TN Byt %=l d()mmm = 4, 6,8}
imagen = 13,5, 7}

8) R.: A* dominio = {2, =2, 3, -3}
imagen = 4, 9!
9) R.: |x|, dominio = {1, 2, —1, —
imagen = 11, 2}
10) R = {(0, 8), (8, 0), (4, 4), (6, 2),.(2, 6),
C1y 70 (7, D}
11) g = 3.)(1 1), s =19:104: 20, (452D, (93D,
12) R= {(—4,8 3,6 24,—]2,
(0, 0), ((l "))(2< 4) “ ( 4 4
13)R = )1}\1 13, 2 20, (G, 3) (4, 4),.05, 5),

s

4

6 .
5 .

4 .

3 .

2 o

1{ o

o] e e

143 B = (2, 13, 2), (3, 1), (4, 3), (4, 2),
(4 A2, (55 4), (5 33, £5% 2) (5, 1), (6, 5),
(6, 4), (6, 3, €6, 2), (6, 1)}
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-

S > S

3) a) Su abscisa vale 0
b) Su ordenada vale 0

e) (—3,1)
5) P,=(0,0),P, =(3,0),P,=(0,3),P, = (3,3)

Ejercicios 2.1

1) a) {(Rlcardo Trejo G., José Trejo), (Luisa Trejo
Gil, José Trejo), (Arturo Trejo G., José Trejo),
(Rlcardo Trejo Gil, Sra. Gil de Trew) (Luisa
Trejo Gil, Sra. Gl] de Trejo), (Arturo Trejo
Gil, Sra. Gil de Trejo) }

b) {(Luisa Trejo Gil, José Trejo), (Luisa Trejo Gil,
Sra. Gil de Trejo) }

¢) {(Sra. Gil de Trejo, Ricardo Trejo Gil), (Sra.
Gil de Trejo, Luisa Trejo Gil), (Sra. Gil de
Trejo, Arturo Trejo Gil) }

d) {(Luisa Trejo Gil, Ric: ardo Tre o Gil), (Luisa
Trejo Gil, Arturo Trejo Gil)}

e) {(José Trejo, Ricardo Trejo Gil), (Jos¢ Trejo,
Lullga Trejo Gil), (José Trejo, Arturo Trejo
Gi

f) {(Ricardo Trejo Gil, Luisa Trejo Gil), (Ricardo
Trejo Gil, Arturo Trejo Gil), (Luisa Trejo Gil,
Ricardo Trejo Gil), (Luisa Trejo Gil, Arturo
Trejo Gil), (Arturo Trejo Gil, Ricardo Tre]u
Gil), (Arturo Trejo Gil, Luisa Trejo Gil) |

2) {(Cristébal Colén, Benito Judrez), (Benito Judrez,

P. Elias Calles), (Cnstoba] Colén, P. Elfas Calles) }

3) “Premdente notable, ya fallecido, de un pais de Amé-
rica”.

4) a) R= {1, l) £3,.3/2) (8, l/

dominio = {1, 2, 3 }; imagen =

K

3/2, 1/2}

4
6
5 °
4 s 0
3 . o0
2 o o s o
1 e © o 0
—r
01 1.9 3 &% 6 A
15) No es posible encontrar R listando sus parcjas:
=~,1,;*l’ y < 2, yER}
‘l l i3 x
16) R = {(4, D (5 =3) €6, =3}

17) R= {(1,1),(2,2),(2,1
(4,4), (4,3, (4,2), (4,

¥

), 3,3),(G,2). G, 1),
1

_- N W R




1

18) Imagen = {x€R | x

> —1/4}

y
34
2
1
3 =7 WY 2 *
19) Imagen = {x€R | x = —1/4}
123 A
20) Imagen = Z
° o ¥y
e e o
e o o o
|
EETURE .
e o o 02 * o o
e o o 0-3¢ o o o o
o o @ . vie e
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23) f(— 2)5—13 f(O‘—l f(\”)—7 (3>
e b

24 (7) =0, f(18)
L =S,

+
= 4, f(5/2) = VI7Z,
fkﬁ)/f\ 18) = 1/2

28,

Ejercicios 3.1

1) Funcién, dominio = {1 2.3,4.,}
imagen = {3, 5,9

2) Funcién, dominio = {\/_ 1, V5, 2}
imagen = {1

3) Relacién, dominio = {—2, 5}
imagen = {0, —5, —2}

4) Funcién, dominio = {6 =2,4,-1,0,5}
imagen = {—2, 6, —1, 4,5,0}

5) Relacion, dominio = {—1}, imagen = {10, 0, 3}

6) Funci('m, dominio = Z* U {0},
imagen = {Vx x€Z  u {0}} c R

7) Funcién, dominio = Z, imagen = {2° x€Z} c Q"

8) Funci6n, dominio = R, imagen = R

9) Relacién, dominio = { xeR | =1 < x < 1}
1magen=‘yER‘ -1<y<1}

10) Relacién, dominio = R, imagen = R

11) f(x) = 4x, x € A; dominio = A = {1, 2, 3, 4}
imagen = {4, 8, 12, 16}

12) glxy = x/3, x€A: dominio = A = {3, 6, 9} -
imagen = {l, 2,3

13) h(x) = 2x + 2, x € A; dominio = A = {3, 4, 5}
imagen = {8, 10, 12}

14) p=4L,120,p20

15) ¢ =50 + 10d, d€N, ¢ = 50, c €N

16) i=30n, 0 <n £ 500, n€Z,
0<i< 15000, ieZ

17) f(x) = wl/2, x€Z, f(x) 2 0, f(x)EZ

18) g(x) =4, x€R uU{0}, imagen = {4}

ek > 0,00 1magcn=Z &
19) h(x) =
x six <0, x€Z; imagen = Z
20) f“ ‘(1) =15 G4 —2)5(9; —3) (16—4),
21) f 1( 3, 18), (—2, 8), (—1,2), (0, 0), (1,2),
8), (3, 18), (4, 32), (5, 50), (6, 72)}
22) f— xC)4(4) ()3} 3):(-2,2),(-1,1),(0,0),

79

7> ; 2(x)

25) g(1) =0, (—1\—2 g(O) ~0 gfb/ = h\h—l)
? ;(l)+’\ 1’%“1 3b+4,[g(5) —(g(3)/g(2N] =17
26) a(4) = —4, gCl 2D = =6, g0) =0,
(a) = aCa—8)/2, 2g(3) = —15,
fa(H g2/ 1e(2> (151 = 3/5

Ejercicios 3.2

1) Relacion, dominio = R. imagen = R

2) Funcién, dominio = {veR = —4 < x < 4 8)
1mmgLnf vER]O<1<4
3) Relucidn, dommm = <x £ 4}
imagen = (y€R | - ) ; ;
4) Funcion, dqminio = ;.\’6 R|=z=32 5]
imagen = {3 y -
5) Relacion, domxmo = {xeR | 1 Sx <7
imagen = 12,
6) %) &
.
2
PR IR S
o

f(x) es suprayectiva,
inyectiva, biyectiva y
creciente.

80

fl
g(x) es suprayectiva,
no es inyectiva, no es
biyectiva, creciente en Z°,
decreciente en Z'.

h(x)
3

o ®2 © e o & o
1
gl 123 x

h(x) no es suprayectiva,
no es inyectiva, no es
biyectiva, no s creciente,
no es decreciente.

1(x)

f(x) es supravectiva,
es inyectiva, es bivectiva,
es creciente.
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10) 8(x) SOLUCIONES A LOS EXAMENES
9
Respuestas al examen (seccién 1)
1. a
2. b
3, d
4. b
5. a
6. ¢
7. o
8. d
% 9. ¢
3 d 10. a
11. f
g(x) es suprayectiva, es 12 &
inyectiva, es biyectiva, es 13: ©
decreciente. %;} (gl

Respuestas al examen (seccion 2)

L. d
2. €
% d
4. ¢
5. b
6. d
7. a
8: h
9. a
10. d
11 if
12. b
13: ‘e
14. a
15. d
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Respuestas al examen (seccion 3)

bt et et
NEPOHOOPNAVR WD —

Hedoamadmmmgmina <

16.
V7.
18,
19.
20.
21,
22
23.
24,
25,
26.
27
28.
29.
30.

0ORR OTR O LR AT e <
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